Def. Figura jest wypukla, jezeli dowolny odcinek o koncach na jej brzegu jest zawarty w jej
wnetrzu.

Def. Funkcja f: R — R jest wypukla, jezeli dla dowolnych x, y nalezacych do dziedziny oraz
dowolnego t € [0, 1] mamy:

f(tx + (1-t) y) <t f(x) + (1-t) f(y).

Zad. Dlaczego wypuktos¢ funkcji jest rOwnowazna z wypuktoscia jej wykresu?

Fakt Jezeli f ma drugq pochodna, to jest ona wypukta wtw. gdy 0 < £’(x) dla kazdego x.

Zad. (nierownos$¢ Jensena) Zaldzmy, ze funkcja f jest wypukla. Wykaz, ze jezeli funkcja f jest
wypukla, to dla dowolnych t1, ..., tn € [0,1] takich, ze t1 + ... + tn = 1 oraz dla dowolnych
argumentow x1, ..., Xxn mamy:

f(t1 X1 +...+1t, Xn) <ty f(Xl) + ...+t f(Xn)

Zad. Zaltézmy, ze f jest wypukia.

(a) Wykaz, ze dla dowolnych x, h mamy f(x+2h) + f(x) >= 2 f(x+h)
(b) Korzystajac z (a), wykaz, ze jezeli f ma druga pochodng, to 0 < f”’(x) dla kazdego x.

zad. Wykaz nierownos¢ miedzy Srednimi — arytmetyczng a geometryczng:

r +x9 +---+x,
n
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Wskazowka: zlogarytmuj obustronnie.

Exercise 1.87. (Power mean inequality) Let x4, x5, .. ., x,, be positive real numbers
and let ¢4, t2, . ... 1, be positive real numbers adding up to 1. Let » and s be two
nonzero real numbers such that » > s. Prove that
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with equality if and only if 21 =29 = - -+ = z,,.

Wskazowka: kiedy funkcja f(x) = x*jest wypukla?

zad. In an acute triangle with angles A, B and C, show that
1
cosA-cosB-cosC < 3

Wsk. Najpierw uzyj nierdwnos$ci miedzy srednimi.



Zad.
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Wskazdwka: bez straty ogolnosci a+b+c = 1. Uzyj Jensena dla f(x) = 1/sqrt(x).

Let a. b, ¢ be positive real numbers. Prove that

Exercise 1.85. If a. b. ¢ are positive real numbers. prove that
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(b+c)? (c+a)? (a+b? = 4la+b+c)

Wskazdwka: bez straty ogolnosci a+b+c = 1. Co zrobic¢, aby kazdy ze sktadnikow po lewej zawierat
tylko jedng zmienng?

zad. (Nieréwnos$¢ Holdera)
Wykaz, ze jezeli 1/p + 1/q = 1, to:
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Wskazdwka: podnies obie strony do potegi pq. Nastepnie podziel przez (3. |ax’)?. Skorzystaj z
wypuktosci funkgji f(x) = x%.

439. Show that if A, B, C are the angles of a triangle, then

343
5inA+sinB+sinC27f.

440. Let ¢;, i = 1,2,...,n, be nonnegative numbers with Z?:l a; = 1, and let

0O<x; <1,i=1.2,...,n. Prove that
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Wskazdwka: podstaw y; := In x;.



