Koto ,,z gwiazdka”
ALGEBRA LINIOWA

Powtoérka:
o rk(A) := # liniowo niezaleznych kolumn = # liniowo niezaleznych wierszy = dimim(A : R" — R™) =
najwiekszy stopniem niezerowy minor dla A € M,, ,,(R),
nullity(A) := dimker A
TWIERDZENIE (RANK-NULLITY THEOREM) Tk(A) + nullity(A) = n dla A € M, (R)
e wyznaczniki:
— det(AB) = det A - det B,
- A~! - istnieje wtw det A # 0,
- wyznacznik macierzy gérnotréjkatnej to iloczyn eltéw na przekatnej,
e dlad
tr(AB) = tr(BA)
e warto$ci i wektory wlasne: Av =X-v, A€ C,v e R", v #0,

— warto$ci wlasne sg pierwiastkami wielomianu charakterystycznego: P4 (x) := det(zI, — A),
TWIERDZENIE CAYLEYA—-HAMILTONA: P4(A) =0,
det A= Hl )\i/ trA == Zl )\i/

- krotnos¢ arytmetyczna A: krotnoéc jako pierwiastka P(x),
krotno$¢ geometryczna A: dim ker(A — A1)
FakT: krotno$¢ geometryczna A < krotnoé¢ arytmetyczna .

- Ai,..., A\, —wartoéci wlasne A € M,,(C), P € Clz| = P(\1),..., P()\,) — wartosci wlasne P(A).

e diagonalizacja: A = PDP~!, D = diag(A1,...,\n), P = [v1] ... |va]

- Twierpzenie: A — diagonalizowalna wtw. krotno$¢ ar. = krotnos¢ geo. dla wszystykich wartosci wiasnych
wtw. gdy mamy n liniowo niezaleznych wektoréw wiasnych

— FaxT wektory wlasne dla ré6znych wartosci wlasnych sg liniowo niezalezne
Whitosek: jezeli A ma n r6znych wartosci wiasnych, to jest diagonalizowalna.

— Fakr: Jezeli A, B sa diagonalizowalne oraz AB = BA, to Ai B sg jednocze$nie diagonalizowalne.

— Fakt A € M, (R) jest symetryczna wtw. gdy jest ortogonalnie diagonalizowalna (A = PDP~!, PPT = I,))
oraz \; € R.

A € M, (C) jest normalna (AAT = ATA) wtw. gdy jest unitarnie diagonalizowalna (PP' = I,,) oraz ); € R.
e forma kwadratowa stowarzyszona z macierza symetryczng: fa(v) := v? Av

— macierz dodatnio okreslona: f4(v) > 0 dla v # 0 (réwnowaznie: dodatnie wartosci wlasne),
TWIERDZENIE (KRYTERIUM SYLVESTERA): A — dodatnio okreslona wtw. gdy det Ay, det Ag, ..., det 4,, > 0.

— dla dowolnej A € M, (R), A = AT istnieje B € M, (R) oraz C = diag(+1,...,+1) takie, ze A = BCBT.
SYGNATURA A: liczba jedynek — liczba minus jedynek.

e postac Jordana,

e posta¢ normalna Smitha.




1. Dwadziescia trzy osoby decyduja sie gra¢ w pitke nozng, dzielac si¢ na dwie druzyny po 11 oséb kazda, plus se-
dzia. Aby zachowa¢ uczciwo$¢, wybrane druzyny musza mie¢ réwng catkowita wage. Okazuje sig, ze niezaleznie
od tego, kto zostanie wybrany na sedziego, zawsze mozna to zrobi¢. Udowodnij, Ze 23 osoby maja taka sama wage
w przypadku, gdy:

(a) ich wagi sa catkowite,
(b) ich wagi sa wymierne,
(c) ich wagi sa rzeczywiste.
2. (a) Wykaz, ze macierz hermitowska ma rzeczywiste wartosci wlasne.

(b) Wykaz, ze macierz antyhermitowska (A = —A) ma tylko urojone wartosci wlasne.
3. Wykaz, ze jezeli A, B € M1o(R), A= B+ J, gdzie J = [1]i<; j<i0 oraz A3 =0,to det A = 0. (Jarnik 2013).

4. Wykaz, zejesli A € M, (R) to tr(AT A) > 0. Kiedy zachodzi réwnos¢?

5. Macierz incydencji grafu G majacego wierzchotki 1, ..., n to:
a1l a2 ... Qin
I - _ |1, G zawiera krawedZ miedzy ¢ oraz j,
|+ . i %70, wprzeciwnym wypadku.
anl AaAp2 ... Qpp

(a) Wyznacz macierz incydencji A dla grafu:

\ |
—3
(b) Oblicz A% oraz A3.

(c) Niech G bedzie dowolnym grafem, zas A jego macierzq incydencji. Wyraz (i, j) w macierzy A® odpowiada liczbie Sciezek
dtugosci d miedzy wierzchotkami i oraz j. — Sprawdz, ze to stwierdzenie zachodzi dla grafu z podpunktu (a)
oraz d € {2,3}, a nastepnie zastandéw sie jak je wykaza¢ (najlepiej indukcyjnie).

(d)

i li.j € Mnn(R), to jak zinterpretowac liczbe agf)ag ) 4+ ag)a%) +. . +aPW?

Wskazéwka: jezeli A? = [a i in G
6. (a) Przeczytaj, czym jest cigg Fibonacciego i oblicz kilka pierwszych wyrazow.
(b) Wykaz, ze {Fl’}ﬂ} =A [FI,:?J’ gdzie A = H (1)} . Wywnioskuj, ze {Fgﬂ“] = A" [(1)}
(c) Wykaz, ze A" = [F f;“ I } Wywnioskuj, ze Fy,1F,—1 — F? = (-1, korzystajac z wlasnosci wyznacz-

n n—1
nika.

(d) Znajdz diagonalizacje macierzy A.
(e) Jak z podpunktéw (b) oraz (d) znalezé wzér jawny na F,?

7. Ciagi ay, b, zadane sa przez warunki poczatkowe ag = 1, by = 1 oraz

Gn41 = —Day + 2b,
bn+1 = 6bn — 9an

(a) Oblicz ai, bl, an, bQ, as, bg.

(b) Znajdz macierz A € M >(Z) taka, ze {ggiﬂ =A {(éﬂ

(c) Znajdz diagonalizacje macierzy A. Korzystajac z tego, znajdz wzér jawny ciggéw ay,, by,.
8. Zal6zmy, ze:

e Prawdopodobienistwo, ze po dniu deszczowym nastapi dzieti deszczowy wynosi §.

e Prawdopodobienistwo, ze po dniu stonecznym nastapi dziefi stoneczny wynosi 3.

Niech
1 2
=11
1 3
(a) Oznaczmy przez p, prawdopodobiefistwo, ze za n dni bedzie padato, zaktadajac ze dzisiaj jest dzieri deszczo-

wy. Podobnie oznaczmy przez ¢, prawdopodobienistwo, ze za n dni bedzie stonecznie, zaktadajac ze dzisiaj
jest stonecznie. Wykaz, ze

A" = {1 Bnpn ! ;nqn}
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(Wskazéwka: jezeli masz z tym problem, sprobuj najpierw policzy¢ pa, q2, p3, q3 itd)
(b) Znajdz diagonalizacje macierzy A.

(A G

(c) Wykaz, ze $rednio 8/17 dni jest deszczowe, za$ 9/17 — stoneczne.

Wskazowka:

00O =
\

— =

~__

(Wskazéwka: oblicz lim,, .o, A", korzystajgc z diagonalizacji A.)
3
(d) Jak zinterpretowac fakt, ze {]97} jest wektorem wlasnym dla A?
17
. (a) Wykaz, zejezeli A, B € M, (R), to rk(AB) < max(rk(A),rk(B)).
(b) Wykaz, ze nullity(AB) < nullity(A) + nullity(B) dla A, B € M, (R).

Oblicz wyznacznik macierzy n x n:

1 2 3 n
n+1 n+2 n+3 cee 2n
2n+1 2n + 2 2n+ 3 e 3n

(n—li)n—l—l (n—l')n—|—2 (n—l')n—l—?) o2
Znajdz wielomian charakterystyczny macierzy
0O ... 0 —c
1.0 —o
A= oL :
0 ... 1 —epy

Wykaz, ze jezeli A € M, (R) oraz Ak =0, to (I, — A) ' =1, + A+...+ AFL.

Niech P € R[z] bedzie wielomianem. Wykaz, ze jezeli A € R jest wartoscig wlasng macierzy A € M, ,(R), to P())
jest wartoscig wlasng macierzy P(A).
(Uwaga: jezeli P(z) = ap + a1z + ... + apa®, to P(A) = apl, + a1 A+ ag A% + ... + a, A™)

Znajdz wszystkie wektory wlasne dla operatora D : C*°(R) — C*(R), D(f) = f’ dla dowolnej wartosci wlasnej
A € R. (C*°(R) oznacza tu zbidr funkgji, ktére majg wszystkie pochodne ciggte)

Wykaz, ze jezeli A € M,,(R), A™ = I,, dla pewnego m, to A jest diagonalizowalna.

Wykaz, ze jezeli A € M, (Z/p) jest diagonalizowalna i ma wszystkie wartosci wlasne w Z/p, to AP = A.
Wykaz, ze jezeli A € M, (R), ATA =1, to wszystkie wartoéci wlasne A majg modut 1.

(Wskazowka: domnéz AT A = 1,, z lewej i prawej strony przez wektor wlasny)

Niech Ay, ..., A, beda wartodciami wtasnymi macierzy A.

(a) Wykaz, zedet A= A1 -...- A,
(Jezeli nie masz innego pomystu, mozesz zatozyc ze A jest diagonalizowalna. )
(b) Wykaz, zetrA= X +...+ \,.

(tr A to slad macierzy, czyli suma wartodci na przekgtnej. Jezeli nie masz innego pomystu, mozesz zatozyc ze A jest
diagonalizowalna i skorzystac¢ ze wzoru tr(BC) = tr(CB))

. (a) Niech T : V — V bedzie przeksztatceniem liniowym. Wykaz, ze T? = T wtedy i tylko wtedy T jest rzuto-
waniem V na im(T') wzdtuz ker(T).
(jezeli V- = W, & Wy, to rzutowanie na W; wzdluz W to przeksztalcenie m(w; + w2) = wy)
(b) Niech A : R®™ — R" bedzie przeksztalceniem liniowym. Wykaz, ze A jest rzutem ortogonalnym na im(7")
wiw gdy A2 = A oraz AT = A.

(wskazoéwka: wykaz, ze ((I — A)v, Av) = 0 dla dowolnego v. Jak wyrazi¢ iloczyn skalarny za pomoca mno-
zenia macierzy?)



